
 

 

 

 المحاضرة السادسة

 بعض التوزیعات الاحتمالیة الشهیرة6.3 

 بعض التوزیعات الاحتمالیة المنقطعة: 31.6.

اً في حل كثیر همّ مدوراً  تؤِّديبعض التوزیعات الاحتمالیة التي  یأتينتناول فیما 
 من المسائل التطبیقیة.

نسمي كل تجربة لها نتیجتان تجربة برنولیة (ثنائیة).  توزیع برنولي:1.1.6.3 
یمثل  P ن نجاحاً، ونسمي النتیجة الأخرى فشلاً، فإذا كانیالنتیجت إحدىنسمي 

qوسیط التجربة البرنولیة،  و    Pاحتمال النجاح عندها نسمي = 1 − P  
 احتمال الفشل.

فتجربة إلقاء قطعة نفود متزنة هي تجربة برنولیة لها نتیجتان ، إما الشعار (نجاح) 
Pالكتابة (فشل) ، ووسیط هذه التجربة البرنولیة  إمّا = 𝟏

𝟐𝟐
 

ونتیجة طالب في امتحان مقرر ما هي  ، والتسدید نحو هدف هو تجربة برنولیة
إلخ       تجربة برنولیة ، وانتظار مولود لمعرفة جنسه هي تجربة برنولیة أیضاً 

.... 
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تكون مجموعة ،  𝑃لعدد مرات النجاح في تجربة برنولیة وسیطها  xإذا رمزنا بـ 
𝑅X هي Xقیم  = 𝑃   ویكون احتمال النجاح {0,1} = 𝑃(𝑋 = 1) 

𝑞احتمال الفشل  و  = 𝑃(𝑋 = 0) = 1 − 𝑃   ،𝑞 = 1 − 𝑃 

 :  التوزیع الاحتمالي  Xن لـ إأي 

0                                            1  𝑋  
𝑞                                            𝑃  𝑃(𝑋 = 𝑥)=𝑓(𝑥) 

دالة    Xإذا كان لـ  Pتوزیعاً برنولیاً بالوسیط Xنقول إنّ للمتغیر العشوائي  تعریف:
 :الاحتمال

 f(x) = Pxq1−x  ,   x = 0,1    , q = 1 − P   , 0 < 𝑃 < 1        

 جدول التوزیع الاحتمالي :  Xن لـ إأي 

0                                                    1 X 

q                                                    P  𝑓(𝑥)  

 الریاضي والتباین : التوقع

E(X) = ∑ x. f(x)x = ∑ x1
x=0 Pxq1−x = 0 + P = P  

E(X2) = ∑ x2f(x)x = ∑ x21
x=0 f(x) = 02(q) + 12(P)= 𝑃 

V(X) = E(X2) − [E(X)]2 = P − P2 = P(1 − P) = pq 

σX = �pq  
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 التوزیع الثنائي (الحداني): 32.1.6.

مرة ، وكانت هذه  n(احتمال النجاح)  Pذا كررنا تجربة برنولیة وسیطها إ
لعدد مرّات النجاح عند تكرار هذه التجربة   Xإذا رمزنا بـ  التكرارات مستقلة.

𝑅Xهي   Xمرّة ، فإن مجموعة قیم   nالبرنولیة  = {0,1,2, … . . , n} 

 ویمكننا أن نثبت أنّ:
𝑓(𝑥) = 𝑃(𝑋 = 𝐾) = 𝑛!

𝑘!(𝑛−𝑘)!
  p𝑘𝑞𝑛−𝑘 , K = 0,1,2, … . , 𝑛  

 𝑃و    nتوزیعاً ثنائیاً (حدانیاً) بالوسیطین   Xنقول إنّ للمتغیر العشوائي  تعریف:
 دالة الاحتمال: Xإذا كان لـ 

𝑓(𝑥) = 𝑃(𝑋 = 𝑥) = 𝑛!
𝑥!(𝑛−𝑥)!

 p𝑥𝑞𝑛−𝑥  , 𝑥 = 0,1, … 𝑛  

 

 جدول التوزیع الاحتمالي: Xن لـ إأي 

n … K ..... 1 0 X  

Pn  … n!
k!(n−k)!

 pkqn−k  ……. npqn−1 qn  f(x)  

   𝑃و  𝑛الذي له التوزیع الحداني بالوسیطین  Xأن المتغیر العشوائي  لنؤكدنعود 
;𝑋~𝑏(𝑛  أي ( 𝑃)   (تجربة برنولیة یمثل عدد مرات النجاح عند تكرار     

 مرّة . 𝑃 (n(وسیطها 

 یمكننا أن نثبت أنّ هذه الدالة تحقق الشرطین :
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𝑓(𝑥) ≥     𝑥من أجل جمیع قیم   1.        0

∑ 𝑓(𝑥) = 1𝑛
𝑥=0        .2  

، فإذا صوب الرامي  0.8 كان احتمال أن یصیب رامٍ الهدف إذا ):330.مثال (
 .لعدد مرات إصابة الهدف  Xمرات ورمزنا بـ  5نحو الهدف 

 المطلوب:

 .  Xاكتب دالة احتمال المتغیر العشوائي  - أ
 احسب احتمال اصابة الهدف مرة واحدة فقط. - ب
 احسب احتمال إصابة الهدف مرّة واحدة على الأكثر. - ت
 احسب احتمال اصابة الهدف مرتین على الأقل. - ث
 احتمال إصابة الهدف.احسب  - ج

 الحل: 

إنّ التسدید نحو الهدف تجربة برنولیة لها نتیجتان ، إما النجاح (إصابة  - أ
𝑃(عدم إصابة الهدف) ووسیطها  خفاقالإ وإماالهدف)  = والتسدید نحو  0.8
 Xیكون لـ مِنْ ثَمَّ و مرات ،  5مرات یعني تكرار هذه التجربة البرنولیة  5الهدف 

𝑛(عدد مرات إصابة الهدف) التوزیع الحداني بالوسیطین  = 𝑃و  5 = 0.8 
 نّ:أي إ

𝑓(𝑥) = 𝑃(𝑋 = 𝑥) = 5!
𝑥!(5−𝑥)!

 (0.8)𝑥(0.2)5−𝑥 ; 𝑥 = 0,1,2,3,4,5 

 الاحتمال المطلوب:  - ب

𝑓(1) = 𝑃(𝑋 = 1) = 5!
1!4!

 (0.8)1(0.2)4 = 5(0.8)(0.0016) = 0.0064  
   - ت
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𝑃(𝑋 ≤ 1) = 𝑃(𝑋 = 0) + 𝑃(𝑋 = 1) = 5!
0!5!

 (0.8)0(0.2)5 + 0.0064 =  

(0.2)5 + 0.0064 = 0.00672  
 

   - ث
P(X ≥ 2) = 1 − P(X < 2) = 1 − P(X ≤ 1)  

= 1 − 0.00672 = 0.99428  
 
  - ج

P(X ≥ 1) = 1 − P(X < 1) = 1 − P(X = 0)  
= 1 − 0.00032 = 0.99968  

 
 

 التوقع الریاضي والتباین:
= 𝐸(𝑋) = 𝑛𝑃 = (5)(0.8) = 4𝝁𝝁 

σ2 = 𝑉(𝑋) = 𝑛𝑃𝓆 = (5)(0.8)(0.2) = 0.8  
 ):31.3( مثال

إذا علمت أن احتمال شفاء مریض مصاب بالزكام خلال أسبوع دون اللجوء إلى 
مرضى بالزكام ولم یراجعوا الطبیب ، فما  10فإذا كان لدینا  0.6الطبیب هو 

 :أسبوعمنهم خلال بعضٌ احتمال أن یشفى 

 ثلاث مرضى.  .1

 مرضى على الأقل. 8 . 2

 مرضى . 5 إلى 2من 3.   
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 مرضى. 4 .    6

 الحل:
 10النموذج المدروس هو تجربة ثنائیة (یشفى أو لا یشفى) ومكرره تكرار مستقل 

 .مرات
هم خلال أسبوع من الزكام ؤ الدال على المرضى الذین یتم شفا المتغیر Xفإذا كان 

X~𝑏(𝑛     :عندئذٍ فدون اللجوء إلى الطبیب  = 10 , 𝑃 = 0.6) 
 

 P[X = K] = �n
k�𝑃𝐾𝓆𝑛−𝑘 = �10

k �(0.6)𝐾(0.4)10−𝑘  ; 𝑘 = 0,1,2, . . ,10   

P[X               ):1( الطلب = 3] = �10
3 �(0.6)3(0.4)7 = 0.0433               

  
 :)2الطلب (  

P[X ≥ 8] = p[x = 8] + p[x = 9] + p[x = 10] =  

�10
8 �(0.6)8(0.4)2 + �10

9 �(0.6)9(0.4) + �10
10�(0.6)10(0.4)0  

=0.1209 + 0.0403 + 0.006 = 0.1672 

 ):3( الطلب

P[2 ≤ x ≤ 5] = p[x = 2] + p[x = 3] + p[x = 4] + p[x = 5]  

=0.0106+0.0423+0.1050+0.2007 =0.3586 

 ):4الطلب (

P[X = 6] = �10
6 �(0.6)6(0.4)4 = (210)(0.6)6(0.4)4 = 0.251  
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،  0.80ظهر دواء جدید لمعالجة سرطان الدم، معدل نجاحه  ):32.3مثال(
 الدم. المطلوب احسب احتمال : بسرطانمریضاً  15أعطي هذا الدواء لـ 

  مریضاً منهم . 12شفاء  )1
 مریضاً منهم على الأقل. 12شفاء  )2

 الحل:

 15لدینا هنا تجربة ثنائیة (شفاء المریض أو عدم شفائه) ومكرره تكرار مستقل 
، n=15النموذج المدروس یتوزع وفق التوزیع الحداني بالوسطاءمِنْ ثَمَّ و مرة. 

p=0.80  : أي 

X~b(n = 15 , P = 0.80)  

P[X = K] = �n
k�𝑃𝐾𝑞𝑛−𝑘 = �15

k �(0.80)𝐾(0.20)15−𝑘   ;  
𝑘 = 0,1,2, . . ,15  

  :)1الطلب (
P[X = 12] = �15

12�(0.80)12(0.20)15−12  

=  (15 × 14 × 13 × 12!)/(12)! (15 − 12)! . (0.070)(0.008)  
= (5× 7 × 13) (0.07) (0.008) =0.255 

 ):2الطلب (

P[X ≥ 12] = p[x = 12] + p[x = 13] + p[x = 14] + p[x = 15]  

= �15
12�(0.80)12(0.20)3 + �15

13�(0.80)13(0.20)2 +
�15

14�(0.80)14(0.20) + �15
15�(0.80)15(0.20)0   

= 0.255 + 0.231 +0.132 +0.035 = 0.653 
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اختبر لقاح جدید لتحدید فعالیته في الوقایة من الزكام . وقد أعطي  ):33.3مثال(
بالزكام .  العشرة أشخاص وتم مراقبتهم لفترة سنة ، ووجد أن ثمانیة منهم لم یصابو 
. فما  0.5إذا كان احتمال عدم الإصابة بالزكام خلال سنة هو بصورة طبیعیة

ح لا یزید في مقاومة الجسم ألا یصاب ثمانیة أو أكثر ، علماً أن اللقااحتمال 
 ؟للبرد

 الحل :

 .التجربة هنا ثنائیة لأن الشخص قد یصاب أو لا یصاب 

أشخاص ) .  10مرات (لأن اللقاح تم تجریبه على  10ومكرره تكرار مستقل 
 وفق التوزیع الحداني بالوسطاء  النموذج المدروس یتوزعمِنْ ثَمَّ و 

 

 n=10  ،   p = 0.5  : 

 بالزكام أي : االمتغیر الدال على الذین لم یصابو   Xفإذا كان 

X~𝑏(𝑛 = 10 , 𝑃 = 1
2
)  

P[X = K] = �n
k�𝑃𝐾𝓆𝑛−𝑘 = �10

k � �1
2
�

𝐾
�1

2
�

10−𝑘
=  �10

k � �1
2
�

10
 ;  

𝑘 = 0,1,2, . . ,10  

P[Xوالمطلوب :  ≥ 8] 

P[X ≥ 8] = 𝑃[𝑋 = 8] + 𝑃[𝑋 = 9] + 𝑃[𝑋 = 10]  

= �10
8 � �1

2
�

10
+ �10

9 � �1
2
�

10
+ �10

10� �1
2
�

10
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=�1
2
�

10
(45 + 10 + 1) = 0.055 

 : یأْتيیمكننا أن نثبت ماقاعدة : 

,X1إذا كانت  X2, … , Xn   لتي لكل ن المتغیرات العشوائیة المستقلة امتتالیة م
𝑌وكان   Pمنها توزیع برنولي بالوسیط  = X1 + X2 + ⋯ + Xn    

 Pو   nالتوزیع الحداني بالوسیطین  Yیكون عندئذ للمتغیر العشوائي 

 توزیع بواسون: 33.1.6.

توزیع  توجد أمثلة نموذجیة لمتغیرات عشوائیة لها ولو بصورة تقریبیة على الأقل
یمثل عدد الأحداث  Xتوزیع بواسون ، فإن  X. إذا كان للمتغیر العشوائي بواسون

 الملحوظة خلال وحدة قیاس معینة ، زمناً كانت أم مسافة أم مساحة أم حجماً.
 مثلة التي یكون فیها للمتغیر العشوائي توزیع بواسون.بعض الأ یأْتينقدم فیما 

 العدد العشوائي للجزئیات الصادرة عن مادة مشعة خلال خمس ثوان . -

العدد العشوائي للسیارات الصغیرة التي تصل خلال ساعة محددة من كل یوم  -
 للتزود بالوقود من محطة معینة.

مقسم إحدى الشركات خلال  العدد العشوائي للمكالمات الهاتفیة التي تصل إلى -
 ربع الساعة الأولى من ساعة محددة.

العدد العشوائي للبذور الملقحة التي لم تنبت من عبوة تحوي عدداً محدداً من  -
 بذرة). 100البذور ( ولیكن 

سعاف التي یستقبلها مشفى معین خلال ساعة العدد العشوائي لحالات الإ -
 محددة من الصباح.
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للولادات التي تحصل خلال الأسبوع الأول من كل شهر في العدد العشوائي  -
 مشفى معین .

العدد العشوائي لحوادث المرور في مدینة معینة خلال یوم ماطر . والأمثلة  -
 كثیرة.

µ�  توزیع بواسون بالوسیط Xنقول إنّ للمتغیر العشوائي  تعریف: > 0� µ   

 :تیةدالة الاحتمال الآ X  إذا كان لـ

𝑓(𝑘) = 𝑃(𝑋 = 𝑘) = 𝑒−𝜇𝜇. 𝜇𝜇
𝐾

𝑘!
 ;    k=0, 1, 2,… 

 دالة التوزیع الاحتمالي :  X نّ لـإأي 

0                           1                   2                   …  X  

𝑒−𝜇𝜇                   𝜇𝜇𝑒−𝜇𝜇             1
2

𝜇𝜇
2

𝑒−𝜇𝜇           …  𝑓𝑋(𝑥)  

∑ حیث : 𝑓(k) = � k عدد  صحیح�   ،  1 ∀K𝑘 ∶ 𝑓(𝑘) ≥ 0  
 ویمكننا التحقق من أن التوقع الریاضي والتباین:

E(X) =  µ    ;   V(X) = µ  

 ):34.3( مثال

 120إذا كان هناك ف 0.003یصیب مرض نادر الأطفال حدیثي الولادة بنسبة 
احتمال أن یكون من بینهم ثلاثة  فما  ولادة حدیثة في مشفى معین خلال أسبوع 

وما احتمال أن یصاب منهم واحد على الأقل بهذا  ؟أطفال مصابین بهذا المرض 
 ؟المرض
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  الحل :

 التجربة هنا ثنائیة (مصاب أو غیر مصاب)

النموذج المدروس یتوزع وفق التوزیع مِنْ ثَمَّ و مرة  120ومكرره تكرار مستقل 
صغیرة  pكبیرة و   nكونیو    n=120   ،p=0.003الحداني بالوسطاء 

 فالنموذج سیتبع توزیع بواسون بالوسیط 

0.36 == np = (120)(0.003)μ 

X~𝑝𝑜𝑖𝑠𝑠𝑜𝑛�μ = 0.36� ⇔ 𝑃[𝑋 = 𝐾] = μ
𝐾

𝐾!
𝑒−μ =

(0.36)𝐾

𝐾!
𝑒−0.36  

𝑘 = 0,1,2,3,4, … …                                                     حیث             

 ):     1( الطلب

𝑃[𝑋 = 3]  =  (0.36)3

3!
𝑒−0.36    = 0.047

6
(0.698)  = 0.005  

 ): 2( الطلب

𝑃[𝑋 ≥ 1] = 1 − 𝑃[𝑋 = 0] = 1 −  (0.36)0

0!
𝑒−0.36  

= 1 − 𝑒−0.36 = 1 − 0.698 = 0.302             

 ):35.3مثال (

إذا كان معدل عدد الولادات في مشفى دار التولید هو ثلاث ولادات كل ساعة 
 والمطلوب:
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 معینة؟ الة ولادة واحدة خلال ساعة. ما احتمال أن تكون هناك ح1

 . ما احتمال أن تكون هناك أربع ولادات على الأكثر خلال ساعة معینة.2

 الحل:
هنا یتوزع وفق التوزیع  Xیدل على عدد الولادات خلال ساعة فإن  Xإذا كان 

 .μ= 3 البواسوني بالوسیط 

X~𝑝𝑜𝑖𝑠𝑠𝑜𝑛�μ = 3� ⇔ 𝑃[𝑋 = 𝐾] = μ
𝐾

𝐾!
𝑒−μ  

𝑘حیث                      = 0,1,2,3,4, … ….                                      

 ):1الطلب (

P[𝑋 = 1] = μ
1

1!
𝑒−μ = 3

1
𝑒−3 = 0.149  

 ):2الطلب (

P[X ≤ 4] = ∑ P[X = K] = ∑ 3𝐾

𝐾!
𝑒−34

𝐾=0
4
𝐾=0   

= 𝑒−3 �30

0!
+ 31

1!
+ 32

2!
+ 33

3!
� = 0.82 

 تقریب التوزیع الثنائي بتوزیع بواسون: 34.1.6.

 n    (الثنائي) بالوسطاءوزیع الحداني توزع وفق التیمتغیراً عشوائیاً  Xإذا كان 
، P   إذا كانتوn  كبیرة و  P صغیرة أي np=μ فإن اً موجب اً یبقى ثابت X   عندئذ

 أي: np=μ یتوزع تقریباً وفق توزیع بواسون بالوسیط
 كما رأینا في المثال قبل السابق:
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X~b(n, p) ≈ 𝑝𝑜𝑖𝑠𝑠𝑜𝑛�μ = np�  

عند حقنه  یِّئاً سَ  لٍ عْ فِ  دَّ إذا كان احتمال أن یعاني شخص من رَ ): 36.3مثال(
شخص  2000أوجد احتمال أن یكون من بین ف 0.001بمصل معین هو 
  سیحقنون بالمصل:

 .یِّئاً سَ  لٍ عْ فِ  دَّ رَ ثلاثة أشخاص سیعانون 1 .  
 .یِّئاً سَ  لٍ عْ فِ  دَّ رَ . أكثر من شخص سیعانون 2

 : الحل 

عند  یِّئاً سَ  لٍ عْ فِ  دَّ رَ المتغیر الدال على عدد الأشخاص الذین سیعانون  Xلیكن 
 حقنهم بالمصل عندئذ:

 :الطلب الأول
      X~b(n = 2000, p = 0.001) ≈ 𝑝𝑜𝑖𝑠𝑠𝑜𝑛�μ = np = 2�  

 :الثاني  الطلب

P[X = 3] = µ
K

K!
e−µ = 23

3!
e−2 = 0.19  

𝑃[𝑋 ≥ 2] = 1 − 𝑃[𝑋 ≤ 1]  

  = 1 − 𝑃[𝑋 = 1] − 𝑃[𝑋 = 0] 

=1 − 2
1!

𝑒−2 − 20

0!
𝑒−2 

=1−0.271 − 0.135 = 0.594 

 الشهیرة :بعض التوزیعات المستمرة  32.6.

 التوزیع الأسي:1.2.6.3
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للتوزیع الأسي أهمیة كبیرة في المجال التطبیقي ، إذ یعد نموذجاً مناسباً لكثیر من 
سبیل المثال ، تمثل الأزمان  ىالمسائل التي تواجهنا في حیاتنا العملیة ، فعل

 :تیةالآ
 الزمن العشوائي لمكالمة هاتفیة. -
 هاتفیتین.الزمن العشوائي بین مكالمتین  -
 الزمن العشوائي لصیانة جهاز في ورشة صیانة. -
 لكتروني ( مكثف ، مقاومة ، ...).إعمر عنصر  -
 الزمن العشوائي لتخدیم زبون في مرفق خدماتي . -

 متغیرات عشوائیة لها التوزیع الأسي.

    λالتوزیع الأسي بالوسیط   Xنقول إنّ للمتغیر العشوائي المستمر :تعریف
)>0λ إذا كان لـ (X  الآتیةالكثافة الاحتمالیة: 

𝑓(𝑥) = � λe−λx       ;   𝑥 > 0                     
     0             ;   𝑥 ≤ 0                         

  

 

 

 

 

 

 

 منحني الكثافة (المنحني التكراري) للتوزیع الأسي

 دالة التوزیع الاحتمالي(المتجمع): •

f( 𝑥) 

x 
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F(t) = P(X < 𝑡) = �1 − e−λt                  ;     t>0                     

0                   ;  t ≤ 0       
  

 التوقع الریاضي والتباین: •

𝐸(𝑋) = 1
λ

 =μ 

σ2 = V(X) = 1

λ
2  

 
 

 ):37.3مثال(
 عمر صمام كهربائي (بالساعات) له الكثافة الاحتمالیة: Xإذا كان 

𝑓(𝑥) = �0.0001 𝑒−0.0001𝑥            ; 𝑥 ≥ 0           
0                             ; 𝑥 < 0   

 المطلوب:

 .Xأوجد دالة التوزیع المتجمع لـ  .1
 أوجد العمر الوسطي للصمام. .2
 ساعة. 8000أن یعمر المصباح على الأقل  لأوجد احتما  .3

 :الحل

1.  

F(t) = �1 − e−0.0001𝑡              ;   t>0                        

0                          ; t ≤ 0          

2.  
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𝐸(𝑋) = 1
λ

= 1
0.0001

= 1000ℎ=μ 

 

𝑃(𝑋 > 8000) = 1 − 𝑃(𝑋 ≤ 8000)  

=1 − 𝐹(8000) = 1 − [1 − 𝑒−0.8] = 𝑒−0.8 ≈ 0.449 
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